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Réseaux de Pétri

1. Introduction

Le réseau de Pétri est crée par Carl Adam Riése de 1962) afin de modéliser le
composition et la communication entre automatesst@ne représentation graphique.
Le premier modele appelé RdP C-E (condition- évamjireposait sur l'utilisation des
valeurs booléennes (Vrais ou Faux).

Les RdP P-T (place —transition) généralisenRdP C-E en manipulant des valeurs
entieres.

Les trois familles de RdP sont:
- RdP discret (RdP P-T et ses drivées), pour meeléies comportements se représentant
par des graphes d'états finis.
- RdP continu (RdP temporelle RdP T), pour lesportements qui nécessitent la prise en
considération des temps.
- RdP stochastique (RdP S et ses dérives), ondrus distributions de franchissement et

conduisent a des processus stochastiques (exehgteeade Markov).

2. Définition d'un réseau de Pétri
Un réseau de Pétri est un outil mathématicggegénéral permettant de modéliser le
comportement d'un systéeme dynamique a événemenedi€'est un modele graphique

défini par:

Ph{)

Un ensemble de places, représentées graphiquearethepcercles et

correspondant aux différents états du systeme.

on Un ensemble de transitions, notées représentéeepdnarres ou

rectangle et représente le changement d'état.

Un ensemble d'arcs, notées représentées paedhsdlet reliant
l les places et les transitions.

a chaque arc est associé un nombre appelé "Poldsale

) une distribution des jetons dans les places.
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Observez la difféerence :

Apres la transition, des jetons seront mis dandées places suivantes et il y aura
traitement parallele dans les deux directions.

— 0

Apres la transition, un seul jeton sera mis daresagule des deux places suivantes (I'une ou
l'autre) et une seule branche sera exécutée.

0
O

Nous avons deux jetons, donc deux transitions@asgibles: ceci serait ou bien I'une puis
I'autre ou bien deux fois une des deux.

3. Concepts et définitions

Formellement, un RdP est un quadruplgt=RP, T, Pré, Post) ou;
P ={P., P, ..., R} est un ensemble fini de places,
T={Tq, Ty, ..., Ty} est un ensemble fini de transitions,

Pré: P x T~ U, (précéde) une application d'incidence avant &BT) qui contient la
valeur entiére ""'n" associée a l'arc allant@éa "T".

Post: Px T~ U | (suivante) une application d'incidence arriéréost(P,T) qui contient la

valeur entiere ""n" associée a l'arc allant dedTP".
Cad "P" est une place d'entrée de la transitiorsiPré(P,T) > O.
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4. Marquage d'un RdP.

Pour définir I'état d'un systéeme modélisé par uR,Ruh doit le compléter par un marquage.
La distribution des jetons dans le graphe donmedegquage. Un marquage se définit par un
vecteur M={m} , avec m est le nombre de jetons dans P
Dans I'Figure 1, M=[1 1 1 0 O]

Dans I' Figure 1 avant trie, [0 0 01 1]

5. Représentation matricielle d'un RdP.

Deux matrices Pré et Post sont construites gpuésenter un RdP; les colonnes et les
lignes représentent respectivement les places #tdesitions.
L'intersection (i,j) dans Pré> colt associé a I'arde Pi a Tj.
L'intersection (i,j) dans Posb co(t associé a l'arde Ti a Pj.

Exemple

Figure 1
T1 T2 T3 T1 T2 T3
PL 2 1 O PL 5 0 1
P2 0 6 4 P2 7 3 O
Matrice Pré Matrice Post
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6. Classes des Réseaux de Pétri

RdPordinaire: si les poids de tous les arcs sont
unitaires (=1).

RdP aarc étiquetéschaque arc porte les jetons qu
le traverse lors d'un tri de transition

RdPinterprété chaque transition porte un prédicat
des variables d'entrée.

RdPtemporisé on intégre au RdP la variable temp

Synchronisationc'est la conjonction de deux place

Graphe d'événement'est un RdP dans lequel

chaque place a exactement une transition d'eritrée e

une transition de sortie.
OpOP, |*p/=|pe|=1
*p indique la transition avant p et pe indique la
transition apres p.

le graphe d'evt peut modéliser la
synchronisation (ET, conjonction) et non le conflit
(OU, disjonction).

Machine d'état c'est un RdP dans lequel chaque
transition a exactement une place d'entrée et une
place de sortie.

OtOT, |st|=]te|=1

ot indique la place avant t et te indique la plapees

t.

" la machine d'état peut modéliser le conflit
(OU, disjonction) et non la synchronisation (ET,
conjonction).

Réseau &hoix libre: c'est un RdP dans lequel un g
d'origine d'une place est le seul arc qui sorteteec
place OU il est le seul arc qui entre dans une

transition (on impose ce qui sort du p uniquement).

OT, OT,0OR 0T, * T ={ P}
ou Fi>-={Tj}

> on est libre de faire un choix.

Arc
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Autres RdP: Réseau a choix libre étendu; a chgimagique etc...
7. Animation du graphe

7.1. Sensibilisation d'une transition

Pour un marquage M, une transition est dite lérédu franchissable ou sensibilisée) ssi
OpOdP,onaM(p=Pré(pi

Cad, pour toute plaga entrée ddj, le nombre de jetons daps(M(pi)) est supérieur ou égal
au poids de l'arc allant gb a tj.

7.2. Notation
"t" tirable depuis M, se note "M [ t >".
Le tir de "t" depuis "M1" donnant le nouveau mage "M2" se note
"M1[t>M2"

Remarque
* Il n'y a pas, a priori, conservation du nombreeterjs dans un graphe.
* Dans un RdP, toute transition tirable "t", peugétrée, et son tir conduit & un nouveau

marquage M' défini par:
OpOP,M*(p)= M(p)-Pré(p )+ Pos{ p )

Exemple :

A partir de Mo de la figure 5, on tire,Tle nouveau marquage M sera:
1 1
21 1210 50 5
M=|_|- 0|+ 0|=
3] |06 4 73 1
0 0

7.3. Matrice d'incidence

Mo[t1>M,

C'est une matrice notée "C", définie par:
OpOP,0tOT, C(p,t)= Pos( pd-Prg pt
D'ou M(p)=Mo(p) + C(p.t)

Exemple :
Méme donnée que I'exemple.

7 -3 -4

o330l

1311
C =Post - Pre:{ }
, et
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8. Equation fondamentale de franchissement

Etant donnée une situation oug[M>M1; Mq[to>My; ....; M[th+>M';

L'équation fondamentale de franchissemenf@sMo+C.S

S étant le vecteur caractéristique de franchissemhestransitions,
S=l t2 tn+]_

L'éléments(n )donne le nombre d'occurrence de la transitionddris la séquence "S".
On note le marquage apres la séquence &f S M'.

Exemple :

Calculer le nouveau marquage M' induit par le frasgement de la séquence S=t1 t2 t3 t1,
dans le RdP de la figure 4.

2
" _ﬂ C_{s -1 1} S=|1 {8}
= _
3] 734 ot L1 MestdonctO

9. Dynamique des réseaux de Pétri M'(p)=M(p)} -t |

La dynamique d'un réseau de Pétri est déaitéeg changements de marquage dans le
RdP.
"Pour passer de M a M', on enleve des places dentr nombre de jetons équivalent au
poids de I'arc qui relie cette place a la transiticee et on ajoute dans la place de sortie un
nombre de jetons équivalent au poids de l'arcejig fa transition tirée a cette place".
La dynamique est définie alors par:

1- OpOfst} M (p)=M (p)-
Avec {+ t} I'ensemble des places précédentedatf;indique le poids de I'arc qui relie p at.
2-OpO{te} M '(p)=M(p)+]|te
Avec {t +} I'ensemble des places suivantes a [; gtindique le poids de l'arc qui relie t a p.
3- OpOfte,«t} M '(p)=M (p)

of

9.1. Cas d'un RdP interprété:

On a le tri d'une transition ssi:
Transition sensibilisée,
Prédicat vrai.
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Exemple :

Changement de marquage dans un RdP selon une séqietirage S=tt,.

MO=[0 1 2] MO=[1 0 1]

10.Graphes de marquage ou graphe d'accessibilité

L'évolution temporelle d'un RdP peut étre décrdeyn graphe de marquage représentant
I'ensemble des marquages accessibles (ensembieadggages accessibles et d'arcs
correspondant aux franchissements des transitiaisgnt passer d'un marquage a l'autre pour
un marquage initial M

10.1. Graphe d'accessibilité

Un marquage Mj est accessible (ou atteignablegzgigte une séquence de transitions S qui
transforme le marquage en M;.
Notation: A(R,Mo) représente I'ensemble des margaagcessibles a partir de Mo.
L’'accessibilité est une propriété de haut intéegte qu'il est souhaitable de savoir si un état
peut étre atteint ou noRar exemple, dans une usine chimique, il est inapbde savoir s'il
y a des états accessibles qui peuvent conduiree@xplosion

10.2. Arbre de recouvrement

Pour un RdP avec un marquage initia Mo, et un antejuage M, il s'agit de déterminer s'il
existe un marquage M' accessible, de telle someWjex M (M’ recouvre M).

L'arbre de recouvrement permet de détecterd@sitions qui ne sont pas tirées, ou qui ne
sont plus tirées a partir d'un certains niveau.
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Exemple RdP et son arbre de recouvrement.

Mo=[0 11 00F - [0200 0]
blocage.

Tl

[00010]

L T4

[L0001]

LT3

[10010]

L T4

[200 0 1] : croissance infinie

11. Propriétés principales

11.1. RdP borné quand le nombre des jetons dans les places rassk&pas un nombre K.
Si K=1, le RdP est dit SAIN (sauf).

Pour un réseau R et un marquage Mo, une placestk* dornée ssi

OM OA(R, Mo), M(p)< Kk

Dans le cas contraire la place "p" est dite "namrnbe".

Exemple :

Dans le RdP de I'exemple 10, et d'apres le grapmeailquage ci-dessous, le
RdP est sauf.

T2

Can O O D

11.2. RdP pseudo- vivant

Si a tout instant, il existe une transition sensiée.
Cad, ceci se traduit par une absence de blocage.

OM DA(R, Mo), 0t T/ IVl[t>; il existe toujours une transition qui puisses &tanchie.
11.3. RdP quasi-Vivant

Si toutes ses transitions peuvent étre franchiea@ns une fois a partir d'un marquage initial
Mo.

Remarque la transition qui n'est pas quasi-vivant st ileuti

8
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Exemple
Soit le RdP de la figure 5,
T2 Pour Mo=[1 0 0], T1 est tirable au
P1 T1 P2 P3  moins une fois, T2 et T3 forme une

boucle, donc il existe au moins une
transition tirable donc le RdP est
T3 Quasi-vivant et Pseudo- vivant.
Figure 5. Pour Mo=[0 1 O], T1 est non tirable,
le RdP est non quasi vivant.

11.4. RdP Vivant

Si toutes les transitions peuvent étre franchiesd{@utres termes, chaque transition est tirable
éventuellement, peu importe I'état du systeme).
OM OA(R, Mo)

transitions.

, il existe une séquence franchissable a parti dgii contient toutes les

Exemple

Méme RdP de la figure 5. Le graphe de marquage est

Dt

T2

Le RdP n'est plus vivant car a partir d'un cenmgment il n‘est plus possible de tirer T1.
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Exemple 4

Soit le RdP de la figure 6,
Pour Mo=[3 0 0], Pour Mo=[0 1 0],

o 019

T1

(110)
@ 3

@ Le RdP est pseudo
vivant.
_ le RdP est vivant,
Figure 6. donc quasi et pseudo
vivant.

11.5. RdP réinitiable (ou réversible ou propre)

Il existe un cycle tel gu'a un moment donné, largahctionnement, la configuration du
réseau est la méme qu'a I'état initial.

Remarque la réversibilité est une notion liée a I'état alifio.
OM OA(R,M0),0SO T,/ M S M

11.6. Absence de blocage
Le réseau a toujours la possibilité d'évolutiomgfaible que vivant).
11.7. Marquage puit

C'est un marquage a partir duquel aucune transitest tirable.
Remarque: RdP sans blocage équivalent a pour taufuage, pas de marquage puit.

10
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Exemple

Graphe de marquage:
100 —~(19
~—(@)

RdP Pseudo et Quasi vivant

le RdP n'est pas pseudo vivant (blocage)
le RdP Quasi vivant

le RdP n'est pas vivant car contient le blocage

11.8. Analyse des RdPs par le symbole (graphe de couverture)

Un arbre d'accessibilité peut étre infini.
Afin d'obtenir un arbre fini, on utilise le symbalepour représenter le nombre de jetons qui
peut augmenter sans limite.

Pour "a" entier on peut appliquer les opérationmgasiies sur I'opérateur

atw=w
a<w,

w-a=w
S'il existe un marquage M" sur le chemin entrea@¥id' de sorte que M'(EM"(pi) et
M'£M" alors remplacer M'(pi) par.

11
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Exemple

Graphe de marquage
P1

)
. graphe de]
T2 T2

12. Application des RdPs

12.1. Parallélisme

3

Unité 1 Unité 2

12
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12.2. Synchronisation

CPU primante

action

fin :

unité 1 Exemple de synchronisation CPU- Imprimante

12.3. Gestion de ressources

demande
un jeton=une Ie

attente

autorisation

utilisation
des ressources

liberation
ces ressources

13
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13. Caractéristiques principales des réseaux de Petri
v’ Distribution des états et des changements d'états k& réseau

v' Dépendance et indépendance d’ensembles d'événersprésentées

explicitement (relations de causalité)
v' Représentation a différents niveaux d’abstractiires détaillés comme abstraits)

v’ Vérifications des propriétés possibles car baséesrsformalisme mathématique

rigoureux
v" Modélisation simulable

v' Représentation graphique.

14
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14. Conclusion

Plusieurs systémes se basent sur les résed@atd pour aboutir leurs objectifs, du aux
différents avantages qu’ils possedent. Parmi lefsgua notion de concurremment,
I'efficacité de I'analyse, la description du formtnement nominal, des défaillances et des

mécanismes de reconfigurations.

Mais ceci n'empéche pas que les RDP montraices faiblesses comme : manque
de modularité, de reutilisabilité, d’entretien, d'on essaye de régler ces impotences tout en

le combinant avec d’autres approches pour sagskaibut espére.

15
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